Solitones en Regla 110 a través de choques binarios

Genaro Juarez Martinez

Resumen— Se presentan las propiedades generales del espa-
cio de evoluciones de Regla 110 y sus estructuras periédicas,
ttiles para la generacién de choques binarios y la determi-
nacién de solitones. Se hace uso de las fases de las estructuras
periddicas definidas por el ether, encontrando propiedades que
son facil de implementar.

I. Introduccién

El estudio formal de la “onda solitaria” es toda un area
en el campo de la fisica que no esta ligada directamente al
estudio de los automatas celulares. La primera descripcién
de este fenémeno se le atribuye al ingeniero escocés John
Scott Russell por el afio de 1834 [Eil98]. En 1895 dos
fisicos holandeses Diederick J. Korteweg y Gustav de Vries
se dieron a la tarea de describir de manera formal este
fenémeno, sin embargo hasta el afio de 1965 que el fisico
Martin Kruskal llama al choque de estas ondas “solitén”.

Regla 110 es un autémata celular unidimensional con
dos elementos en su alfabeto y una funcién de transicién,
en esta regla de evolucién se pueden observar estructuras
periddicas desplazandose en el espacio de evoluciones, al-
gunas de ellas de construccién simple y otras complejas,
todas ellas interactuando en un fondo periédico.

El fenémeno solitén fue observado al efectuar choques
binarios entre estructuras periédicas de manera sis-
tematica, obteniendo resultados interesantes como produc-
ciones simétricas, grupos de gliders', gliders individuales,
choques complejos y solitones.

En este reporte se presentan todos aquellos choques bi-
narios que se comportan como solitones y se muestra el
procedimiento para obtener dichos resultados.

II. Autématas celulares en una dimension

Un autémata celular es un sistema dindmico discreto
que evoluciona a través del tiempo, esta constituido por
un conjuto de estados K y una funcién de transicién ¢,
donde K € Z7T. Los autématas celulares en una di-
mensién pueden ser representados con dos parametros
(k,r) [Wolf86], donde k es la cardinalidad del conjunto K
y r el numero de vecinos en cada lado que se encuentran
con respecto a una célula central.

Se tiene un arreglo lineal donde cada elemento se le
conoce como célula, cada una de ellas toma un elemento
del conjunto de estados K, este arreglo es la configuracion
inicial, el arreglo lineal es acotado por sus condiciones a
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1Un glider es una estructura periédica que se desplaza a través del
tiempo

la frontera, es decir, la célula inicial se concatena con la
célula final para formar un anillo. La configuracién inicial
se verd transformada por la funcién de transicion a través
del tiempo.

Una vecindad esta formada por una célula central y r
vecinos a cada lado, entonces una vecindad tiene 2r + 1
células y una regla de evolucién esta formada por k2+!
vecindades, de esta manera la funcién de transicién evalua
cada una de las vecindades en la configuracién inicial.

La actualizaciéon de cada configuracién en un paso se
hace de manera simultdnea o en paralelo, cada actual-
izacién induce una transicién de manera global, es decir,
entre configuraciones.

Definicién II.1: Un autémata celular se representa como
una cuadrupla:
{K,o,r,c}
donde K representa el conjunto de estados, ¢ la funcién
de transicién, r el radio de vecindad y ¢ la configuracién
inicial del sistema.

Regla 110 es un autémata celular unidimensional de or-
den (k = 2,r = 1), dos elementos en el conjunto de estados
y el radio de vecindad de una célula. El numero 110 se re-
fiere a la notacién decimal de la regla de evolucién que se
encuentra en binario, las vecindades 001, 010, 011, 101 y
011 se transforman al estado 1 en la siguiente generacion
y las vecindades 000, 100 y 111 se transforman en 0.

Sthepen Wolfram menciona que la regla 110 puede ser
universal y en general aquellos autématas con compor-
tamientos complejos [Wolf84], por su parte Wentian Li
y Mats G. Nordahl en [LN92] realizaron un estudio es-
tadistico de la regla 110 ilustrando algunos de los compor-
tamientos de dicha regla, sin embargo hasta finales de los
90’s Matthew Cook presenta resultados interesantes de la
regla 110 que dan motivo a este trabajo.

Cook en [Cook98] presenta una clasificacién de todos
los gliders hasta ahora encontrados en la regla 110, por su
parte Harold V. McIntosh en [Mc99] y [Mc00] realiza un
estudio sobre dicho autémata, mostrando como el espacio
de evoluciones puede ser cubierto con poligonos.

Retomando el estudio realizado por McIntosh en [JMO01]
se realizé un andlisis sistemédtico para calcular todos los
choques binarios que se derivan de los gliders existentes.
En este andlisis se encontraron que algunos choques tienen
comportamiento solitén.

ITI. Solitén

Kenneth Steiglitz ha realizado varios trabajos de
solitones en autématas celulares de una dimensién, una



variante conocido como “automata filtrado” utilizando
reglas de paridad como puede verse en [PST86].

Definicién II1.1: Un solitén es una onda solitaria con
comportamiento no lineal que al interactuar con otras on-
das o algin otra interrupcién conserva su forma y su veloci-
dad, sufriendo pequenos desplazamientos en cada choque.

La onda solitaria que describié Scott es representada
formalmente por la ecuacién de Korteweg-de Vries:

Ut + Uppy + Uty =0 (II1.1)

donde la funcién u mide la altura de la onda en la posicién
x en el tiempo t, los subindices representan diferencias
parciales. El segundo término representa la dispersion que
puede tener la onda y el dltimo es el término no lineal.

Recordemos que los modelos hasta ahora conocidos en
autématas celulares, no presentan alguna relacion directa
con soluciones de ecuaciones diferenciales parciales no in-
tegrables. Algunos trabajos relacionados que han tratado
de encontrar tal relacién pueden consultarse en algunos
articulos de Steiglitz [PST86] y [JSS01].

IV. Fases en Regla 110

En el espacio de evoluciones de Regla 110 se pueden ver
estructuras periédicas que son creadas de manera natural
a través del tiempo, sin embargo existen gliders dificiles
de obtener a partir de configuraciones aleatorias, algunos
de ellos pueden ser obtenidos a través de choques muy
precisos, por ejemplo el glider H, el glider gun o el B
[Jua02].

En [Mc99] y [JMO01] se muestran con detalle la estructura
de cada uno de los gliders, en este caso solo ilustraremos
algunos que nos seran tutiles. MclIntosh denota a estos
poligonos como T7,, donde n indica el tamafio del tridngulo
ynezt.

Primero describimos el espacio de evoluciones de Regla
110 que estd constituido por dos tipos de tridngulos
rectangulos alfa-a y beta-8 como se ilustra en la Figura 1
para el caso de un T3.

|
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Fig. 1. Tipos de tridngulos T3

Es claro que estos tridngulos equilateros pueden cubrir el
espacio de evoluciones sin violar la regla de evolucién, en
este caso el tridngulo T3 beta es el fondo periédico que
domina en el espacio de evoluciones llamado por Cook
“ether”. Aunque el espacio de evoluciones puede ser cu-
bierto por cualquier T, hasta un 7y de manera individual,

en el caso donde n > 4 solo es posible con combinaciones
de ellos y mejor aun, cada uno de los gliders por si mismos
pueden cubrir el espacio de evoluciones como se puede ver
en [JMS02].

El ether define propiedades importantes para toda es-
tructura que existe en el espacio de evoluciones, veremos
como el ether define cuatro fases como se ilustra en la
Figura 2.

1111 - cadena 1
1000 - cadena 2
1001 - cadena 3
- cadena 4

Fig. 2. Fases del ether

Es importante notar que este T3 beta determinara las
fases de cada uno de los gliders, asi como su periodo y
desplazamiento, aiin de manera informal estas propiedades
son presentadas en [Jua01].

Para determinar una configuracién en particular se
deben seguir cada una de las fases que representa el T3
beta y obtener una evolucién donde cada una de las es-
tructuras puedan ser representadas en una sola fase en
dos tipos de alineacién.

Fig. 3. Periodo del ether

Se tienen cuatro fases periédicas del ether
11111000100110 — e(f;) (‘e(f;)’ indica fase uno del
ether), 1000100110111 — e(f5), 10011011111000—e(fs) y
10111110001001 — e(fy) como se ilustra en la Figura 3.

Si la configuracién inicial es cubierta con la expresién
*e*, tendremos el espacio de evoluciones cubierto de puro
ether. Se puede ver que cualquiera de estas cuatro fases
es una permutacién de la misma cadena. El periodo del
ether es de 14 células a la derecha en 7 generaciones.

El ether puede representar dos tipos de pendientes, que
determinan la velocidad maxima negativa y positiva que
puede tener una estructura periédica en el espacio de
evoluciones como se ilustra en la Figura 4.

Se puede ver que el desplazamiento de estas pendientes
siempre es de 2 células, para obtener los choques entre
gliders hay que identificar los puntos de contacto donde
los gliders puede interactuar con otras estructuras.

Estos puntos de contacto van a estar determinados por
el nimero de mérgenes pares ems e impares oms que tenga
un glider en particular.

Entonces los puntos de contacto para un glider g es-
tan determinados por el nimero de margenes pares de su



lado izquierdo y por el niimero de margenes impares de su
lado derecho. Ambos mérgenes tienen una corresponden-
cia biyectiva y la existencia de un punto de contacto en
una parte implica la existencia de un punto que no es de
contacto en su contraparte [Jua01].

pendiente (+) pendiente (-)

r A

desplazamiento de izquierda a derecha desplazamiento de derecha a izquierda

altura periddica
en el margen
derecho = 3

alturd periddica
enel
izquid

Vo =203

ura periddica
el margen
echo =4

altura periddica
en el margej

izquierdo =3

2 ala derecha en 3 generaciones 2 ala izquierda en 4 generaciones

Fig. 4. Dos tipos de pendientes producidas por el ether

Los mérgenes pares tienen una altura de 4 células, mien-
tras que los méargenes impares tienen una altura de 3
células. Con estas simples propiedades se puede determi-
nar el desplazamiento de un glider g que es determinado
por la siguiente ecuacidn:

dg = (2 % ems) — (2 x oms). (IV.1)

Toda estructura periddica tendrd un periodo definido
por la cantidad de margenes pares e impares, por lo tanto
el periodo de una estructura en particular esta derminado
por:

Dy = (3 xems) + (4 x oms) (Iv.2)
finalmente un glider tendra una velocidad de:
oy = (2 xems) — (2 x oms) (IV.3)

(3 x ems) + (4% oms)’

Para identificar algin glider en particular de Regla
110, utilizaremos la clasificaciéon propuesta por Cook en
[Cook98].

Analizemos el glider A y el glider B, el glider A tiene
un margen impar, entonces tiene una velocidad de:
_ (2x1)—(2x0) __ 2
VA = 3aD)+(ar0) — 3
y un punto de contacto en su lado derecho. El glider B
tiene un margen par y un punto de contacto en su lado
izquierdo, entonces tiene una velocidad de:

2x0)—(2x1
v = 53*o;+g4*1; = _% ==

D=

se puede ver que ambos gliders tienen un punto que no
es de contacto en su lado opuesto como se ilustra en la
Figura 5.

glider A
desplazamiento de izquierda a derecha

2 ala derecha en 3 generaciones

vy =2/3=0.666

entonces:

VA<= Vel

altura periddica
en el margen
derecho = 3

altura periddica
en el margen
izquierdo = 3

glider B

desplazamiento de derecha a izquierda

2 ala izquierda en 4 generaciones
vg=-2/4=-0.5
entonces:
VB <=Ver
altura periddica

en el margen
izquierdo = 4

altura periodica
en el margen
derecho =4

Fig. 5. Gliders Ay B

Existe otro método para calcular el velocidad de un
glider, como se hace en el Juego de la Vida de John Horton
Conway [BCG82], la alternativa propuesta esta limitada a
Regla 110. El célculo para cada uno de los gliders exis-
tentes se describe con detalle en [Jua01].

Para determinar las fases que tiene un glider utilizamos
la alineacién del ether, cuando obtenemos una fase de man-
era implicita estamos calculando el nimero de margenes
pares e impares y sus puntos de contacto, como se ilustra
en las Figuras 5 y 6 para el glider A.



Fig. 6. Fases del glider A

El glider A puede ser representado en 4 fases: 111110 =
A(f;-1), 100011 = A(f,-1), 100110 = A(f5-1) y 101111 =
A(fs-1). Cada una de ellas produce un glider de este tipo
dejando el resto de la configuracion en la fase correspon-
diente, se podrian utilizar combinaciones de ellas, pero el
nimero de combinaciones creceria mucho, por esa razén
utilizaremos solo una fase y veremos que con una de ellas
es suficiente para obtener todos los choques deseados.

Analizemos la siguiente expresién:

*e-A-e*

el primer término indica que la parte izquierda de la con-
figuracién es cubierta por ether, en la parte central se en-
cuentra un glider A y la parte derecha cubierta por ether,
todas estas expresiones alineadas en fase uno del ether.

La principal razon por la que se utiliza una sola fase, es
porque las cuatro fases son equivalentes.

Una manera de obtener estas secuencias es utilizando
el diagrama de de Bruijn extendido [Mc91], donde el dia-
grama de de Bruijn calcula todas las secuencias periédicas
representadas por los ciclos del diagrama. Una limitante
es que para estructuras mas elaboradas estos diagramas
crecen exponencialmente.

Un estudio interesante en este camino puede ser es-
tudiando los arboles topoldgicos que describe Andrew
Wuensch en [WL92], identificando estructuras periédicas
y sus ancestros en ciclos atractores, algo interesante es
sobre la busqueda o representacién de gliders en reglas de
evolucién con comportamiento complejo como puede verse
en [Wue99].

Utilizando las fases del ether se pueden obtener todas
las secuencias para una fase en particular de cualquier es-
tructura periodica, en este andlisis solo se toma en con-
sideracién un glider y no grupos de ellos o cualquier otra
combinacién, este problema es tratado en [JMS02].

Los puntos de contacto para los gliders son determi-
nados por los margenes ems y oms, pero a su vez estos
margenes estan determinados por las fases del ether. Una
vez identificados los puntos de contacto se realizé un es-
tudio sistemético para calcular todos los choques binarios,
esta coleccién se puede consultar en [JMO1].

Los choques tienen una cota maxima que esta determi-
nada por el numero de mérgenes periddicos, entonces para
un glider arbitrario con ems puntos de contacto y otro
glider arbitrario de oms puntos de contacto, se tiene que:

¢ < |lems * oms| (IV.4)

donde ¢ representa el nimero maximo de choques que
pueden existir entre dos gliders.

Sin embargo para algunos gliders que tienen puntos de
contacto y de no contacto, la cota maxima no se cumple.
Depurando la igualdad se tiene que el numero de choques
que existen entre dos gliders g; y g; esta representada por
la siguiente ecuacion:

c = |(omsg, xemsy,;) — (omsg, * emsy,)|. (IV.5)

Por ejemplo el glider B tiene 3 margenes pares y 0
margenes impares, el glider G tiene 9 margenes pares y 2
margenes impares, recordemos que estos margenes siguen
una correspondencia biyectiva y existen en igual cantidad
en ambos lados de los gliders, entonces tenemos que:

c=1(9%0)—(3%2)| =6

existen 6 maneras de chocar entre estos dos gliders como
se ilustra en [JMO1].

Un trabajo importante que trata de formalizar el
nimero de choques entre gliders de manera general y no
particular como en nuestro caso, puede ser consultado en
el trabajo de James P. Crutchfield y Cosma Rohilla Shalizi
[HSCO01], donde los resultados obtenidos a través del estu-
dio de mecanica computacional pueden ser aplicados en la
regla 110.

Para dos gliders dados no todos los choques producen
el fenémeno solitén, esto es originado por la fase en que
chocan los gliders. Se tiene que controlar la fase en que
los gliders llegan, la manera como controlamos estas fases
es desde la configuracién inicial.

Es recomendable dar un espacio entre los gliders para
poder observar bien el choque, en algunas ocaciones no es
necesario introducirlo ya que las cadenas estan alineadas a
la fase del ether y esto produce siempre un choque propio.

Fig. 7. Produccién simétrica entre el glider G y B



En la Figura 7 se puede ver el resultado de la expresién
*e-G(02,f; _1)-e-B(C,f; _1)-e*, viene un glider B en su fase
3 chocando con un glider G en su fase 11, el producto es la
expresién A%-Dy-B-F en orden de aparicién?. El resultado
es una producciéon simétrica compuesta de cuatro gliders
y aunque el glider B logra atravesar despues del choque el
glider G no.

Finalmente esta es la manera para obtener los choques
que son solitones, necesitamos saber en que fase se produce
este fenémeno para los dos gliders en cuestién. Por ejemplo
evaluemos la expresién F(A2.,f;_1)-e-B(f;-1) que se sabe
debe producir un solitén.

Fig. 8. Solitén FF — B

En la Figura 8 se puede ver un choque solitén entre el
glider F y el glider B, donde los gliders conservan su forma
y velocidad despues del choque, finalmente solo sufren un
pequeno desplazamiento en sus fases, cumpliendo con las
propiedades de un soliton.

En el universo de Regla 110 se pueden obtener solitones
que viajen en la misma direccién, en direcciones opuestas
o con un glider estatico. Los desplazamientos en los gliders
siempre se dan en retroceso al original, tal como ocurre en
los solitones.

En el apéndice de este reporte mostramos todas las ex-
presiones binarias que producen solitones con algunos de
los gliders de Regla 110. Finalmente se puede decir que no
todos los gliders pueden soportar solitones.

V. Conclusiones

El fenémeno solitén que se representan con los gliders
de Regla 110, ofrecen la posibilidad de discutir como corre
la informacién, esta idea esta en proceso de investigacién.

2Estos choques fueron reproducidos con el sistema OSXLCAU21
para los sistemas operativos OpenStep y Mac OS X, disponible de en
http://delta.cs.cinvestav.mx/“mcintosh /comun/s2001/s2001.html

Por otra parte se puede ver que una manera sencilla de
obtenerlos es a través del control que se tiene en la config-
uracién incial, definiendo la fase en que estos gliders deben
iniciar.

Una de las principales ideas a desarrollar es la simulacion
de algunas operaciones légicas a través de estas produc-
ciones. Tomando algunos articulos de Steiglitz como en
[JSSO01], simula algunas operaciones légicas a través de
solitones utilizando el modelo de Manakov, presentamos
una simulacién muy sencilla ambientada con los gliders de
Regla 110.

En la Figura 9 (reproducida de [JSS01]) se muestra la
simulacién de una operacién move implementada en el sis-
tema Manakov.

X
C

AA A

[I

A - B

e}

B

Fig. 9. Operacién move en el sistema Manakov

La particula C funciona para el acarreo de informacién
chocando con las otras particulas A y B, el color mostrado
en las particulas ilustra el cambio de estado. La operacién
move se obtiene de la primera a la segunda particula en
la condicién final. Se puede ver como los gliders tienen
que funcionar como operadores y datos para simular op-
eraciones.

A

Fig. 10. Operacién move con la expresién C1(A,f;_1)-e-E(A,f_1)-
e-E(B,fi_1)

En la Figura 10 se simula el primer caso de la Figura 9



con los gliders C; y E, en la Figura 11 se trata de simular el
segundo caso utilizando los gliders C, E y F'; observando
que no es posible reproducirlo de manera inmediata, re-
spetando estrictamente el modelo de Manakov.

Por el momento las simulaciones son sencillas, sin em-
bargo se pueden realizar rapidamente gracias al control de
fases desde la configuracion inicial y por supuesto apoyan-
donos en las investigaciones de Steiglitz.

[m] olutio X

Fig. 11. Operacién move con la expresién Cq(A,f1_1)-e-E(A,f1_1)-
e-F(Af;1)

Es claro que operaciones mas complejas deben ser con-
struidas cuidadosamente, algo similar a lo que se ob-
tiene con el Juego de la Vida [BCG82]. De esta man-
era se pretende obtener una mejor descripcién primero de
el fenédmeno solitén y posteriormente de la simulacién de
compuertas légicas.

Un operador que funciona a través de incrementos y
decrementos es posible con el glider E™, donde el glider A
decrementa en uno al glider E y el glider B lo incrementa,
este modelo puede verse con detalle en [MSCJO01].
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Apéndice

A. Lista de solitones a través de choques binarios
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perimentar la construccién de configuraciones en particu-
lar, utilizando fases para todos los gliders. Este programa
es gratuito y puede obtenerse de [Osx01].

s 3 Aa’
F(A2)-e-B CI(A)-e-Ebar(A) CI1(A)-e-Ebar(D)

F(G)-c-Bbar(C)

Fig. 13. Caso especial entre gliders B y B

- x A .
CaA e-Ebar(A) e 1 e No tratamos este caso con detalle, pero no deja de ser
CliaeFA) FE e interesante este tipo de fenémenos que Regla 110 ofrece y

C2A)c-F(B) . .,
que puede ser visto como un pseudo-soliton.
o H

choques F-B choques F-B

i F(Afi 1)-e-B(Afi1) = A, B, B, I F(Afi1)-e-B(fi-1) = B, F *

#" F(A,f1_1)-e-B(B,f1-1) = A, 2C3, C; ((,) e-B(fi-1) = B, F *

{E F(A,f1_1)-e-B(C,f1-1) = A, Cs F(H)-e-B(f1-1) = Do, A2

e Ebar(C) A F(G,f1_1)-e-B(Af;_1) = Ca, A2 F(A2,f; 1)-e-B(f;.1)= B, F (solitén)

F(G,f1_1)-e-B(B,f1.1) = A, A%, A, E
F(G,f11)-e-B(C,f;.1) = B, F *
F(H7f1_1)—€ B(A f1 l) = A, /2
F(H,f1_1)-e-B(B,f1.1) = A®, E
F(H,f11)-e-B(C,f1.1) = A®, E
F(A2,f11)-e-B(A,f;-1) = C;
F(A2,f1_1)-e-B(B,f1-1) = A, B, E

“F(A)-c-Ebar(A) "F(A)-c.Ebar(C)

de

F " -~ e
F(G)-c-Ebar(A) F(G)-c- rmum F(G)-c-Ebar(H)

Fig. 12.  Choques binarios tipo solitén

B. Caso especial pseudo-solitén F < B < B — F

En este caso especial el glider B es transformado en un
glider B, que aunque conserva su velocidad no conserva su
forma. Sin embargo el glider B tiene 1/11 posibilidades
de regresar al glider B, chocando otra vez con un glider F'
como se ilustra en la Figura 13.

La probabilidad de regresar al glider anterior despues
de un choque es realmente baja y tiene que existir una
sincronizacion que es definida por las fases del ether que
inducen distancias. Fig. 14.

Para obtener estos resultados se elaboré un programa
enfocado principalmente a Regla 110, en el se pueden ex-

F(H)-2¢-F(A)-2¢-F(G)-¢-B

Pseudo-solitén con el glider B y B



